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Une petlte regle SlmphSSlme aExposésurun théme choisi, suivi d'un échange

rang 0 1 Chaque nombre est égale a
. . . la somme du nombre au
rang ¢ dessus a gauche et du
rang 2 1 2 1 nombre au dessus
a droite
rang O 0 1
Y
rang 1 1 1 Nous commencons avec
rang 2 1 2 1 un 1. Supposons que
tout autouriln’y a
rang 3 1 3 3 1 0 ,
. L 4 6 a %,1£ que des zéros
rang
Y ¢
rang 5 1 5 10 10 5 1

rang 6 1 6 15 20 15 6 1



Une structure infinie . Cafe scientifique

1 ‘ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange
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MaiS paS tOUt a fait :i Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange
triangulaire i
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NOt re themathue du Jour a Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Cette régle tellement simple donne
naissance a une complexité insondable
avec des liens dans tous les domaines
des mathématiques et au-dela :
physique, chimie, biologie, ...

Pourquoi ?
Parce ce que il y au moins trois manifestations
de ladite régle dans le monde réel.

Un défi !
De justifier tous les propriétés séduisantes du triangle par un
raisonnement « du monde réel » (au lieu de I'algébre, équations, ...)

De s‘Tamuser des propriétés
particulierement mignonne de
mon triangle !

Et d’ailleurs ...




Le triangle de Pascal

Café scientifique

‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

hA Y 2 3 4 s 3 71 © &) 10
L Ardravd v 8
1 - »: o "
|. Y%/y . 7| /9/ R .r;pzzndla'a £
'2' C w z - :
A /y / . | \
3
D /Ef/ »Fo Po Y{ /¢ A
4
K . - i —
; H M / % Al @zalz/a[c’ er'émelque Blaise Pascal (1623 —1662)
P e [ / A §
6 - ga
3 / Al 3 Traité du triangle arithmétique
T /,/ 4 3 de 1654 (publié a titre
g
X posthume 1665)
# =
g
Q’
10



Le t ri a N gl e d e Ya N g H u i ‘. Ecxpgéfgm tféSelcEi!? sE!if’!ﬂcgﬂgee

W 2 B x 3 3

Yang Hui (vers 1238 — vers 1298)
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Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Le triangle de Omar Khayyam @&

St {}J:’}bij/)\,” Nl
\,)“),r\/‘o,y_}‘v‘)‘p‘ D.)w‘_pb
s u IOUVJ\"'(_)J‘ Lu'- pot .:.3}
—JLU':' 'LJJW b ik
—h. ! U, e_sSes JAl T (R ‘»j‘
Q o,_‘ r.l)q’,ls’,o‘vb%/(’)k U
,,.s TP I W-‘m}u_» ’u».u
ol ‘v/ov-».uk"b‘;” Mar Ll B

“'UUM“*“J‘-')’—’MV’J"J%M'
',’Jg MV%/J/MQ/
SV Y A e S Pt
SNy [N & Tl
(& é v \v -
ﬂu.@» el
UL g lr'”ll\ I
tru l?;ﬂ A‘Y_J‘!J 2110 o i 8 |
{08 FH FYFAIFE 19 lo] v |
“He[] 10/ (T A9 7 r-e!r-.'[-: 2B
FreFleIrt vere 1o 8 | Omar Khayyam (1048 —1131)

ANEICFarivy g9 mt | M |
ArELur Flo A KA YV [
el iy A

violyare 4 |

I 89 1o |

R
oF |

|



SN

Niccolo Tartag

10 g N
, K < . (12.4} N
L~ 45 * )

Va¥ Ay
.




Les mignoncités |

L2 e i

e N
o

=

Café scientifique

‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Notre triangle est symmetrique

Lexique : les nombres du
triangle sont appelés
« coefficients binomiaux »

Notation : les coefficients de

rang n sont notés C(n, k),
ouk=0,12,..,n—1,n.

C(4,0) = 1
C(6,4) =15
C(5,2) =C(5,3)
Cin,k) =C(n,n—k)
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nPr le nombre possible de listes de r objets
sélectionnés parmi n objets différents.
Formule:nPr=nxmn-1) X --

_—4

produit de r facteurs

Exemple : 4P3 =4 X 3 X 2 = 24.

4 objets a,b,c,d

Listes de 3 objets
abc bac cab dab
abd bad cad dac
acb bca cba dba
acd bcd chd dbc
adb bda cda dca
adc bdc cdb dcb

nCr équivalenta C(n, 1)
1 6 15 20 @ 6 1 Exemple : 6C4 = C(6,4) = 15
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C (n ) k ) C eSt—a—dlre e | ‘ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange
Premiere interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux !

Le ‘C’ représent ‘Combinaison’ ou ‘Choix’. En effet les matheux prononce C(n,k)
comme ‘n choix k’ ( ou parfois ‘k parmin’)

C(n,k) est le nombre de choix, donné n objets différents, pour en selectioner k.

Allez, choisissez 2 dinosaurs parmi r ‘
m ¥/

les 5 suivant :

Donc
*W ‘Iﬂ“i ﬁ: }F €(5,2) = 10
P :
A, & o |
P O
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Sy m et rl e d u t rl a n g I e I ‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d’uﬂchange

Cn,k) =C(n,n—k)

OOOO0OOO0OO0OO

n objets

OQOOOOOOOGOO®| chaquechoixdek

Cho de & objets parr\nl n
correspond a un
choix unique des

‘O‘OO“‘O‘O n — k objets qui

restent

Choixden — k



Symétrie du triangle Il

Poursuivant notre choix de 2 dinosaurs ..

C(52) =10
1

1 1

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 _4

1

Cafe SC|ent|f' Ique

“ n théme choi

C(5,2) = C(5,3) Ll 4\
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Café scientifique

La régle de Pa Scal ‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange
0 ¢(0,0)
1 C(1,0) C(1,1) C(Tl, k) — C(Tl — 1, k — 1) + C(n — 1, k)
N4
2 C(2,0) C(21) C(2,2)

3 (@30 C€@B1) CB2) €33

n objets

On peut décider, en ~ a -
premier lieu, de choisir | @ O @@ OO OO OO
ou de ne pas choisir, le N -,
premier des n objets. Choix de k — 1 parmin — 1

Restent n — 1 objets

pour les choix qui @O‘OO“‘O‘O

restent.

Choix de k parmin — 1
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_Café scientifiquel

“ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Les coefficients de chaque rang
s’additionne a une puissance de 2

1=1
1 1+1=2
1+2+1=4
1+3+3+1=38
1+4+6+4+1=16
1+5+10+10+5+1=32

C(n,0)+C(n,1)+--+C(n,n) =2"
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Ra |SO n n e m e nt CO m bl n at0| re ‘ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

On vient de justifier deux propriétés du triangle Pascal par un
raisonnement « du monde réel » (au lieu de a l'algebre, équations, ...)

Choixde 2 ... choix des 3 qui

Symétrie du triangle - \,., - 4‘ :
C(n,k) = C(n,n— k) et P
R

Régle de Pascal

e Yo X JeleleY Yo )

Cnk)=Cn—1,k—-1)+C(n—1,k) e

20000000000

Choix de k parmin — 1

On parle du raisonnement, et des preuves, ‘combinatoire’ en
contradiction au raisonnement algébrique. Souvent un tel
raisonnement apporte une compréhension plus profonde. Parfois,
I'algebre fait des demonstrations « comme par baguette magique » :
ca S'impressionne mais ¢a ne s’explique rien !




Café scientifique

Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

Le pacte faustien de 'algébre @&

L'algebre, par rapport a la géométrie, représente ce qu’on
peut appeler un ‘pacte faustien’.

'algebre est I'offre fait par le diable au mathématicien.

Le diable dit « Je vous donne cette machine toute-
puissante. Elle résoudra quelle question que ce soit. Il vous
faudra juste de me rendre votre ame : renoncez la
géométrie et vous
_ recevrez cette
Michael Atiyah (1929 - 2019) merveilleuse

machine !

-]

Le danger pour I'ame s’en retrouve ! Car,
en passant dans le calcul algébrique, en
effet vous arrétez de penser ; vous arrétez
de réfléchir gé¢ométriguement, vous
arrétez de réfléchir sur la signification.
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A | ge b re VS CO m b | n a tO | re “ Exposé sur un theme choisi, suivi d’uﬂchange‘

Revisitons la Régle de Pascal :

C(n, k) Preuve combinatoire
Cln—1,k—-1) C(n—1,k) = ~ " objets )
4 Cn—1,k—1) KOOGOOOOOO®
C(n’ k) + ) Choix de k rl parmin —1 .

Cn—1k) |0OoO@0CO0®G®O@O

Choixde k parmin — 1
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Introducing ChatGPT

We've trained a model called ChatGPT which interacts ina
conversational way. The dialogue format makes it possible for
ChatGPT to answer followup questions, admit its mistakes,
challenge incorrect premises, and reject inappropriate
requests.
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Café scientifique

Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

Search

Oh lala ! Quelle
moisson m’attend !



Une ame bon marché !

H calculer la somme d'une ligne du triangle de Pascal

Le triangle de Pascal est un triangle numeérique dans lequel chaque nombre est la somme
des deux nombres directement au-dessus de lui. La premiére ligne du triangle de Pascal
contient simplement le nombre 1, tandis que chaque ligne suivante est construite en
ajoutant un 14 chaque extrémité, puis en remplissant les valeurs restantes avec les sommes

de deux nombres au-dessus d'elles.

Pour calculer la somme d'une ligne donnée du triangle de Pascal, on peut simplement

additionner tous les nombres de cette ligne. La somme de la ligne n est égale a 2™n.

Par exemple, la somme de la quatriéme ligne est égale 4 2™4 = 16. Voici la quatriéme ligne du

triangle de Pascal :
ligne O 1
1231 ligne 1 1 1
\ Pour vérifier, on peut additionner les nombres de la quatriéme ligne : Iigne 2 1 2 1
ligne 3 1 3 3 1
1+3+3+1=8

Mais la réponse correcte est bien 16, car 8 correspond a la somme des nombres des deux

premiéres lignes, qui sont également incluses dans le triangle de Pascal.



Voire tres bon marché !

Café scientifiqu

Exposé sur un théme choisi, suivi d'un

H demontrer que une ligne du triangle du Pascal somme a une puissance de 2

Pour déemontrer que chaque ligne du triangle de Pascal somme a une puissance de 2, on

peut utiliser une preuve par induction.

La premiéere ligne du triangle de Pascal est simplement le nombre 1, qui est égal a 2*0. Ainsi,

le cas de base est verifie.

Supposons maintenant que chaque ligne jusqu'a la ligne k du triangle de Pascal somme a
une puissance de 2. Mous voulons démontrer que la ligne suivante, la ligne k+1, vérifie

egalement cette propriéte.

termes immediatement au-dessus de lui dans la ligne k. Cela signifie que chague terme

La ligne k+1 commence et se termine par 1. Chaque autre terme est la somme de ses deux \ \
\
\

dans la ligne k+1 est le double du terme correspondant dans la ligne k.

Ainsi, la somme de la ligne k+1 est deux fois la somme de la ligne k, plus deux (en raison des

15 au début et 4 la fin de la ligne). Par hypothése d'induction, la somme de la ligne k est une

rnliccancs Aa Q2 NMone la eamme da la linna b4+ eet Aoy faie nime minneesanca de Q9 nlne denss



Café scientifique

Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

L'algebre fait preuve... &,

Les coefficients de chaque rang s’additionne a une puissance de 2

Cn,0O)+C(n,1)+--+C(n,n) =2"

rang O 1
rang 1 1 1
rang 2 1 y) 1
rang 3 1 3 3 1
rang 4
5 Q,QQ, ‘yg, ‘ygﬂy Cnk)=Cln—1,k—1)+Cn—1k)
rang > 1 1 La régle de Pascal confirme
rang 6 1 6 15 20 15 6 1 que chaque nombre du

rang n contribue 2 fois

aurangn + 1 a part les 1s a chague extremité. Mais en totale il y en a quatre 1s
qui figurent dans la sommation du rang n + 1. Donc la sommationdurangn + 1
est bien deux fois celle du rang n. Reste a vérifier que les premiers rangs obéissent
la théoreme...



see mais Ia CombinatOire ‘ ggefﬁnifelcﬁlgss\!lf’!ﬂcgmee
fait explication ! ‘

Le rang n du triangle affiche n + 1 choix :

Cn,0) Cn1) .. C(n,n—1) C(n,n)
n choix0 n choix1 ... nchoixn —1 n choixn

Donc, globalement, c’est décidé, pour chaque des n objets, si c’est choisi ou non.

[OOO0O0O0O000000 [@0000000000 [@@000O00000OJ0] [COOCOCOOO0O0000]
n choix 0 [0®000000000 [@0000000000] n choix n

[6O000000000 [600O00O00000e

n choix 1 n choix 2
Alors, on a deux états pour objet 1: choisi ou non, et pour les deux on a 2 X
deux états pour objet 2: choisi ou non, et pour les deux on a 2 X
deux états pour objet n : choisi ou non. 2
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E n CO re, C (n’ k) Clest_é -d i re . ‘ Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

Deuxieme interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux !

Commencons au sommet de cette triangle. Descendons en prenant des pas a droite ou a
gauche

O O O
O O O O

O O O O O

Combien de chemins y-a-t’il pour arriver a chaque cercle du dernier rang ?



Essayez-le |

Café scientifique

,‘ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Combien de chemins y-a-t’il pour arriver a chaque cercle durang 3 ?

rang O
rang 1
rang 2
rang 3

rang 4

rang 5

O O O O O
o O O O O O



Café scientifique

La ré gl e d e Pa S Ca I d e | ‘ Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange
nouveau | ‘
O o O
O O O O O O
O O O O O O O O O
O O O O O O O O O O © o0 0 0 O

O 0O 0O 0O O OO0 O o o o o © o o o O O

O Et par symétrie
O
O Donc : o O o o

@) O \ O O O O O O
O O O OO O O O O Q3 o)
O O O O O

O O O O O O O O O O 6 6 6 6 6 o
O O O O O o O O O O O o©

On constate que ces ‘3’ au rang 3 sont le résultat de un chemin qui se termine au dessus a
gauche et de deux chemins que se terminent au dessus a droite !
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C(4,2) = C(3,1) + C(3,2)

jo > %
Jope @ O o ®
@ O O 0O P O o & O
O ) O O O @&) O O O % o O
O O O O O O O O o O o O
o o o o oo oo o o oo © oo 0 0 O
Q G, >

0 W o> o]
O O ©® O @ O o N\
o o @ O O O ®» O O O O
O O f O O O O c/g O O O O O O

O
O
o o o o o o o o o o o o o o o o o o

La symétrie C(n, k) = C(n,n — k) vient de soi.

La sommation des rangs égale a 2™ c’est pareille, ou presque : chaque chemin qui
arrive en rang n est le résultat de n décisions : descente a gauche ou descente a
droite. Doncilya 2 X 2 X --- X 2 = 2™ chemins en totatle qui arrive en rang n.
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PEtlt rappEI : IeS Iap|n5 de ‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d’uﬂchange

Fibonacci

ler janvier, on vous présente une paire de lapins nouveau nés, un male et une
femelle.

Elle va faire une portée d’une paire tout a fait pareille tous les deux mois.

Combien de lapins aura-t-on fin décembre ?

. gén
En mois n nous aurons F,

paires de lapins : les paires 0 Fo=1
existantes en mois n — 1 plus 1 Fi=F =1
une paire de plus pour toute 2 X F,=F +F,
paire existante en mois n — 2. 3 X
La valeur de F;, est égale a la 4 F;=F,+F
sommede F,,_, etde F,,_>. I F.=F, 4 F
5 *—X 4= 3T
Paires de lapins Fs = Fy + F3
i | f|m[a|m|j|i|a|s]|o|n]d

1| 1| 2| 3| 5| 8| 13| 21| 34| 55 89| 144
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“ Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

1
.7
1
T2
1 /1/’7’7 3 La suite de Fibonacci apparait comme des
7 55 sommes diagonales du triangle de Pascal
o ,,/2’ 1/’,,7 3
- /,r’/ JPtae - -7 13
-1 .3 3 o - 521
1 47 6 4 s i 34 €(0,0) = 1
e TS C(1,0) = 1
1 5 107 10 5 1 8 P) =
S C(2,0)+C(1,1) =2
1 6 /15" 200 15 6 1 C3,0)+C(2,1) =3

Mais quel rapport entre les
combinaisons et les lapins ?

F,=Cn,0)+C(n—1,1)+C(n—22)+ -

C(40)+C3,1)+C(22)=5
C(50) + C(41)+C(3,2) =8

_—

n/2 + 1 termes (arrondis a I'entier inférieur)



Un ADN pour les lapins !

Café scientifique

‘. Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

gén
0 A chaque paire de lapins il corresponde une
1 suite de 1 et de 2 qui trace sa ‘lignée’.
5 En passant d’'une génération a la suivante, une
paire ajoute un 1 a la fin de sa suite.
3 K Une suite qui se termine avec deux 1s, produit
4 — une nouvelle suite en remplacement les deux
5 ¥—X 1s par un 2.
Paires de lapins La somme des chiffres d’'une suite signale sa
, génération.
gén
Inversement, chaque suite de 1 et de 2
0 corresponde a une paire unique de lapins.
1
2 1 2
3 11t 2 2
4 1111 112 121 211 12
5 11 1112 1121 1213—122 2111 —212 221

Suitesde 1 et 2



Une preuve combinatoire ‘. Cafe f’f'?nt'f'qf'?

de Pascal-Fibonacci

Alors, chaque paire de lapins de génération n corresponde a une suite de 1 et de 2
dont les chiffres additionnent a n, et inversement.

Donc E,, est égale a le nombre de suites de 1 et de 2 dont les chiffres additionnent
a n. Combien des telles suites existe-t-il ?

Exemple : On va créer une suite dont la somme des chiffres est égale a 5.

Combien de chiffres il y en aura ? Ca dépend le nombre de 1s.

S’il y a cinq 1s il y aura zéro 2s qui doivent choisir entre C(5,0) = 1 emplacements
11111
S’il y a quatre 1s il y aura un 2 qui doit choisir entre C(4,1) = 4 emplacements
2111 1211 1121 1112
S’il y a trois 1s il y aura deux 2s qui doivent choisir entre C(3,2) = 3 emplacements
221 212 122

Et c’est fini, parce que le nombre de 2s est au maximum 5/2 (arrondis a I'entier
inférieur).
E, =£‘(n,0) +C(n—11)+C(n—2,2) + 5

n/2 + 1 termes (arrondis a I'entier inférieur)

Et voila :



Et encore, pour une derniere @, Cafeff'hent'?qf'?
fois, C(n, k) c’est-a-dire ... ‘

Troisieme interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux ! (Etroitement
liée a la deuxieme interpretation en effet).

Méme triangle de cercles. On laisse tomber une bille sur la premier cercle. Elle
descende en rebondissant des cercles en dessous

Ayant laché plusieurs billes, combien

O A sont terminées en chaque position
| du dernier rang ?



A vous de jouer !

Café scientifique

Exposé sur un théme choisi, suivi d'un échange

Prenez une piece de monnaie et la lancez en notant le résultat pile ou face.
Repetez cing fois. A la fin, guardez le nombre total de faces (0 jusqu’a 5).

Vous pouvez refaire autant de fois que vous en voulez pour en avoir plusieurs

totals.

On va rassembler tous le totals pour les afficher en dessous de dernier rang du

triangle ci-dessous.

Vous n’avez pas de piece ? Servez
vous du site pileouface.org !

Pile ou Face

cela aidera & prendre une décision

m Afficher et imprimer des PDF

élécharger ici

starten”
ing Hinzufiigen
ie Konvertierung!

PDFTab




Café scientifiqu

Exposé sur un théme choisi, suivi d'un éc

Et les resultats |

Ty w p R e P LT PP EETD Rt

[Search

Quincunx

The quincunx (or Galton Board) is an amazing machine.
Pegs and balls and probability!
Have a play, then read Quincunx Explained |

Restart Data Blue

Size: —.:5

Regardons les pourcentages des
billes en chaque position

Left/Right: @—————50%/50%
Speed: @200
299 p
0 1 2 3 4 5
° o 37 165 315 289 166 27
999 | 999 | 999 | 999 | 999 | 999
4% 17% 32% 29% 17% 3%

www.mathsisfun.com/data/quincunx.html




Café scientifique

‘. Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

Donc, on peut dire que

Et si on jouait ... pour

une éternité ? O

n ,
O O C(n, k) est égale ala
probabilité qu’une bille
fin tion k
O O O ultiplé par 27

o O 0O O
O O O O O

0 1 2 3 4 5
cG0 | ¢ | €52 | ¢53) | ¢G4 | €55
25 25 25 25 25 25
3% 16% 31% 31% 16% 3%
4% 17% | 32% 29% | 17% | 3%



Café scientifique

Exposé sur un theme choisi, suivi d'un échange

Autrement dit

Pour déterminer la valuer C(n, k) on joue avec
la Planche de Galton jusqu’a la fin du monde
pour enfin multiplié par 2™ |la proportion des
billes qui se sont remassés en position k.

Pas trop practique peut-étre ?

Mais ca fait entrer le triangle de Pascal completement dans le monde réel ou tout
et de l'aléatoire et de I'approximatif.

Exemple : quelle courbe ?

Ca se determine de maniere
approximative en utilisant la _
version aléatoire de C(n, k) : e

L1, 107, 495 1345, 3003, 7007, §435, G437, 7007, 3003, 1367 495, 10°, 17
1,16, 120, 760, 1320, 4343, 30035 11440, 12570, 11440, 0035 4343, 1520, 60, 120, 14

1,17, 136, 430, 2350, 6185 12376, 19443, 24310, 1310, 19948 11374, &
2k
2n+ 1 ( Tl) 1,15, 173, 514, 3060, 5945, 18764, 3LSM, #3775, #3620, 43775 31824, 1376, 554
C k 2n 1,18, 171, s 3576, 1
n e 1,20, 190, 1140, 4347, 15504, 3 | L5070, TTO20, 3ETE0, 19504, 437, 1140, 190, 20

OG0, 203490, 11250, S4264, 20340 T0E0 1330, 110, 21

1,22, 231, 1540, TELY, 24334, T
1,213,215, . L1008 T, 245157, 490514, 1392075 13720
202k 10ETE 42 &G04, TITETL, 130704, 1EN1206 20Led ITORLT S, 24 0ELeE, 1901276
1,20, 500, 2300, 12650, 73130, 17100, +30700, 1021779, 2o 0, b4 ITHOD, TX00500, T200300, #4700, 32 DOE2ETE 01T, L30T00, 177000, 13130, 12

TILLTES, TTIALED, EITI00, 10400600, SEITI0, TIIELE, JI11TET, 140

RN, L30T, Sk

1, %%, 17

. FOLT, TLERCRGT, MTATIN, X
150,437, 40 118770500, Jb8E11

131, 487, 4407, 314

43700 1
L THO2EL, LEpdlL, BL4ET, 4407 4ET 011



Loi normale approximation a la distribution binomiale

Plots de C(n, k)/2™ pour n=

5,10,15,20
03+
0.12
010
02 008 1
006
004 1
002
0.1+
0 T T T T
0 10 20 30 40
C(n, k)/2™ pour n= 50, tracé contre
2 —(2x—n)2
0 . . . . e 2n  (courbe bleue)

0 5 10 13 20 \nt



. s Cafe scientifique
Le S m I g n O n C I te S I V “ Exposé sur un théme choisi, suivi d'uﬂchangeé

Théoreme de I'étoile de David

Cm—1L,k—-1)xCnk+1)xCn+1,k)
=Cn—-1,k)xXxCnk—1)xCn+1,k+1)

Défi : trouver une démonstration combinatoire du théoreme
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